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TD Courbes paramétrées

Courbes paramétrées planes

Exercice 1
Etudier et tracer les courbes paramétrées suivantes :

(1){ z(t) =12 + ¢ (2){ w(t) = 1t13t2 (3){ w(t) = 2t + ¢2

y(t) =t*+

Exercice 2 Folium de Descartes
Soit C l’arc d’équation implicite : 2® + ¢ — zy = 0.
1. Déterminer les points singuliers de C.
2. Montrer que C est symétrique par rapport a la premiere bissectrice.
3. Déterminer les points de C a tangente horizontale et a tangente verticale.
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. En coupant C par les droites d’équations y = tz, t € R, trouver une représentation paramétrique
de C.

5. Retrouver que C est symétrique par rapport a la premiere bissectrice en comparant les points
M(t) et M(1/t).

6. Etudier et construire C.

Exercice 3 L’astroide

A tout arc régulier du plan t € I — M (z(t),y(t)), on peut associer la famille de ses tangentes qui
forme une famille de droites D, : y/(t)(z — z(t)) — 2'(t)(y — y(¢t)) = 0.

Réciproquement, étant donné une famille de droites (D;);es, $'il existe un arc paramétré t € I —
M (z(t),y(t)) dont la tangente en tout point M (z(t),y(t)) est D, alors on dit que l'arc est une
enveloppe de la famille de droites (Dy);e;-

1. On considere un segment [P, Q] de longueur a > 0 dont les extrémités P, () sont assujetties
a décrire respectivement les droites Oz et Oy. Montrer que 'enveloppe des droites (PQ) est
astroide (z(t),y(t)) = (acos®(t), asin®(t)).

2. Etudier et tracer le support de 'arc paramétré associé a ’astroide.

3. Calculer la longueur de I'astroide.

Exercice 4 La cycloide
On considere la trajectoire d'un point M d’un cercle de rayon R roulant sans glisser sur une droite
qu’on prendra comme axe Ozx.
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On supposera que M est initialement a 'origine O et on notera ¢ une mesure de I'angle (CM,CT)
ou C' désigne le centre du cercle et T' le point en lequel celui-ci est tangent a Ox.

1. Déterminer les équations de la trajectoire de M en fonction du parametre ¢.
2. Etudier et représenter le support de 'arc paramétré ainsi obtenu.

3. Calculer la longueur d’une arche de la cycloide.



4. Déterminer le repere de Serret-Frenet et la courbure.

Exercice 5 "
On considere la chainette d’équation y = ach(—) ou a > 0.
a
1. Etudier et représenter le support de I’arc paramétré associé.

2. Déterminer le repere de Serret-Frenet et la courbure.

Courbes en coordonnées polaires

Exercice 6
Etudier et tracer les courbes polaires suivantes :

r1(0) = cos(30)  72(0) = In(1 —sin(6))  74(0) = sin (-) ra(0) = 1+ tan (_)

Exercice 7 Cardioide
1. Etudier et représenter I’arc d’équation polaire r(6) = a(1 — cos(#)) avec a > 0.

2. Calculer la longueur de la cardioide.

H
3. Déterminer le repere de Serret-Frenet, la mesure o de 'angle (€7, T') et la courbure ¢ de la
cardioide.

Exercice 8 Lemniscate de Bernoulli
On considere dans le plan deux points F, F” situés a une distance 2a > 0 (qu’on choisira sur I'axe
des abscisses, de coordonnées (—a, 0), (a,0)).
1. Donner une équation cartésienne de ’ensemble des points M tels que MF x MF' = a?.
2. Donner une équation polaire de I’ensemble des points M tels que MF x MF' = a2,
3. Etudier et représenter I’arc d’équation polaire ainsi obtenu.

4. Etablir que la longueur de la lemniscate est donnée par I'intégrale suivante :

:df
Vaa / 4
0o +/cos(f)
5. Déterminer le repere de Serret-Frenet et la courbure.

Exercice 9 Strophoide droite

Soit D la droite d’équation x = —1 et C le cercle de centre I(1,0) et de rayon 1. Une droite A passant
par l'origine coupe D en P et C en (). Donner une représentation polaire de ’ensemble I' décrit par
le point M milieu de P et @) et le tracer.

Exercice 10
1

1. Etudier et représenter ’arc polaire d’équation 7(f) = —————.
p p q (0) o5 (0/3)

2. Calculer la longueur de la boucle.



